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XIV. POSLOUPNOSTI A RADY

§1. Posloupnosti

Necht W je mnozina pfirozenych Cisel a 4 je libovolnd mnoZina. Zobrazeni a: M — A
mnoZiny v§ech pfirozenych ¢isel nebo a: {1,2,3, ..., k} = 4 podmnoZiny pfirozenych

¢isel do mnoZiny A se nazyva posloupnost prvki mnoZiny A, k € M.

Zobrazeni a: M — A se nazyva nekone¢na posloupnost a zapisujeme ji fa, }oz,.
Zobrazeni a: {1,2,3, ..., k} —= A se nazyva konecna posloupnost a zapisujeme ji

{ﬂ'n}:zl'

Jednotlivé hodnoty zobrazeni, které je posloupnosti, nazyvame cleny posloupnosti.
Hodnotu posloupnosti v bod¢ n € M nazyvame n-tym ¢lenem posloupnosti a
zapisujeme a,, (nebo a(n) ).

a) Je-li A ¢iselnd mnoZina, tedy zobrazeni @ je funkci, dostadvdme posloupnost Cisel.
Zpravidla se omezime na posloupnost redlnych ¢isel, tedy 4 = R,
Je-li A = C (mnoZzina komplexnich Cisel), jde o posloupnost komplexnich cisel (tedy
o komplexni funkci redlné proménné).

b) JestliZze nebude vyslovné uvedeno jinak, budeme pod pojmem posloupnost myslet
vZdy posloupnost redlnych Cisel.

¢) Zpravidla budeme pracovat s nekonecnymi posloupnostmi.

Posloupnost se nejcasteji urcuje tak, ze se ukaze, jak se najde jeji libovolny clen, tzn.
urci se vzorec pro n-ty ¢len.

Necht {a,}>2, je posloupnost realnych &isel, pak tuto posloupnost nazyvame:
a) rostouci prave tehdy, kdyz WVn € M:a, < a,.,,

b) klesajici prave tehdy, kdyz vn € M:a,, = a,.4,

¢) nerostouci prave tehdy, kdyz vn € N:a, = a,.,,

d) neklesajici prave tehdy, kdyz vn e M: a, = a,.,.

Posloupnost, kterd mé jednu z téchto vlastnosti, nazyvame monotdénni.
Posloupnost rostouci nebo klesajici nazyvame ryze monoténni.

Posloupnost {@, Jn=q nazyvame prostou, pravé kdyz ¥, n € M:m # n = a,, # a,,.

Posloupnost {a, };=, nazyvame konstantni (staciondrni), pravé kdyz
VrneEMa, = a,..

Posloupnost {a,, };-=4 nazyvame zdola omezenou, pravé kdyz
dkE ReVn E Nia, = k.
Posloupnost {a,, }.=, nazyvdme shora omezenou, pravé kdyz 31 € R: ¥n € M:a,_ < I.

[= = 7z

Posloupnost {@, } =1 nazyvame omezenou, pravé kdyZ je omezena shora i zdola.

[= =

Posloupnost {a,, } .=, kterd neni omezena, nazyvame neomezenou.




Def.: Necht je dana libovolna posloupnost redlnych &isel {a, } 7=, a rostouci posloupnost
pfirozenych &isel {ky, ks, kg, ...k, ...}, pak posloupnost

L= =]
{'mk-‘l}n=l = {ay ,ar_ ap s eoes akn, .. } nazyvame posloupnosti vybranou

z posloupnosti {a,, }o=y.

Def.: Necht {a,}i=1, {b, }n=1 jsou dvé posloupnosti redlnych ¢&isel, pak posloupnost:
a) {a, + b, }>, nazyvame soulet posloupnosti {a, } 74, {b, }7, ,
b) {a,, = b, }or, nazyvame rozdil posloupnosti {a, }izy, {5, }ox, ,
¢) {a, - bn} —, nazyvame soudin posloupnosti {a, }iz,, {b, 17z,

d) {:—"} nazyvame podil posloupnosti {a, }i=4, {8, }a=y, je-li b, # 0 pro ¥n € N.
M m=1

§2. Aritmeticka posloupnost

Def.: Necht {a, yao, je posloupnost realnych &isel. Tato posloupnost se nazyva aritmeticka,
pravé kdyz 3d € R:¥n € N: a,, = a,,_; + d, ¢islo d se nazyva diference aritmetické
posloupnosti (AP).

Necht' {a,}oz, je AP s diferenci d, pak plati:
a) Vn € N: rxn a;+ (n—1)d,

b) vr.s EM:a, = a, + (s —r)d.

[Dk.: ]

Necht {a, }=, je AP s diferenci d. Necht 5,, = a, + a, + a; + -+ a,, je soulet
prvnich n clenu nekonecné AP nebo soucet n-Clenné konecne AP, pak platl.

¥Yn € N:S, = ~n(a, + a,).

[Dk.: ]

Pro soudet S, AP plati: 5, = Z(2a, + (n — 1)d). }

Necht' {a,};=; je AP, pak plati: ¥n € N,n = 2: a,, = Zn-2¥@nsy

-
=

[Dk.: ]

Pozn.: a) Vyjadfeni ¢lenu a,, ve V.2.3. je vyjadfenim aritmetického priméru ¢isel a,,_4

Opsq-

b) Plati i obraceni V.2.3.

Necht’ {rx 1 je AP s diferenci d, pak plati:
a){a, 17, Je . rostouct < d > 0,

b) {an}n: je klesajici & d < 0,

C) {@, =y je konstantni = d = Q.

Necht {a, }=, je AP s diferenci d, pak plati:
a) {a,}—, Je zdola omezend = d = 0,

b) {a,}:=, je shora omezend = d < 0,
¢){a,}>2, je omezend & d = 0.



Def .

Pozn.:

Pozn.:

§83. Geometricka posloupnost

Necht’ {a, };=, je posloupnost redlnych ¢&isel. Tato posloupnost se nazyva
geometrlck ,pravé kdyz 3g € R:¥n € B:a, = a,_, - g, ¢islo g se nazyva kvocient
geometrické posloupnosti (GP).

a)a; = 0=Vg € R:¥n € N: a, = 0, tj. konstantni posloupnost
b)a, #0,g=0=VnéElMn=2:a,=0

V dalSich uvahéch tyto posloupnosti vylou¢ime, tedy budeme predpokladat a, #= 0,
g # 0, pak ¥n € N: g = %2,

Gn

Necht {a,}>2, je GP s kVOCleIltem q, pak plati:
a)‘v’nEN.an—al q"

b) ¥r,s EN:a, = a, - q" "

[Dk.: ]

Necht' {a, }a=1 je GP s kvocientem g a necht’ §,, = a4 + @, + a; + -+ a,, pak
YneMplati: 1.g =1: 5, =n-ay,

n
2.q #1:5, = al'qq_i.

—1

[Dk.: ]

Necht {a,}»=; je GP, pak plati: ¥n € N,n = 2: |a,| = fa,_; - a, ;.

[Dk.: @,y =a, q }
1 2 . —
4, q oy Opay =0y - @ = a,| = Ja, s -a,. ]

.
=
+

I I

Pozn.: Vyjadfenim Cisla a,, ve V.3.3. je vyjadifenim geometrického priméru ¢isel ex,,_4 a

Qpsq-

Necht {a, },=; je GP s kvocientem q, pak plati:

a) {a,} 7=, jerostouci = (a, =0 Ag = 1)V (a; < 0Aq € (0,1)),
b) {a,}iz, je klesajici = (a; = 0Ag € (0,1))V (a; <0Ag = 1),
¢) {a,}n=1 je konstantni (staciondrni) < a;, = 0vg = 1.

Necht {a, }:1, je GP s kvocientem g, pak plati: {a, } =, je omezend < |q| = 1.



§4. Rekurentné urcené posloupnosti

Pozn.!: a) Rekurentnim urenim posloupnosti rozumime vyjadieni jejiho n-tého ¢lenu pomoci
jednoho nebo n¢kolika (azZ vSech) ¢lent piredchazejicich (ptipadné pomoci ).
Napi.: AP:a, =a,_;+dprovn =1

GP:a, =a,_; - gpro¥n =1
K jednozna¢nému zadéani rekurentné ur¢ené posloupnosti je tteba stanovit tzv.
pocatecni podminky, tzn. je-1i n-ty ¢len zadan pomoci a,_ 4, @y 2, @p_g, s Ay g, J€
tieba zadat hodnoty prvnich k ¢lend.
b) JestliZze n-ty ¢len posloupnosti je vyjadien pfimo pomoci 7, hovotfime o explicitnim
urceni posloupnosti.
Napt.: AP:a, =a, + (n—1)dpro¥Vn €N
GP:a, =a,"q" 'provn €N

Pozn.: Fibonacciho posloupnost
a, =1 a,=1a,.,= a,+ a,.,,jejicleny jsou tzv. Fibonacciho &isla




§5. Limita posloupnosti

nt

Urcete n€kolik prvnich ¢lend posloupnosti { l}m , nakreslete jeji graf a urCete, jak
n=1

n

se posloupnost chova pro vzristajici 7.
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Necht {a, }i=; je posloupnost, 4 € R &islo. Rekneme, Ze posloupnost {a,, }7=; ma
limitu rovnu &islu 4, jestlize ¥= € R™: 3n, € M:¥n = ny: la, — Al < &, zapisujeme

lima, = A.
n—es

la, —Al <z e=a,€(A— 54 +s)

Ma-li posloupnost {a., } =, limitu, pak se nazyva konvergentni, v opaéném piipadé
divergentni.

Kazda posloupnost mé nejvyse jednu limitu.

[= = z

[Dk.: Sporem: Necht’ posloupnost {&,, }o—, ma nh_rfl a, = A, nlﬂ a, =B, A%B.
Necht' 4 <Z B, poloZme £ = E.
lim @, = A = V= > 0: 3n, € Nivn = n,:la, — Al < ¢
nli_r;:xn=8 = Ve > 0:3ng € N:¥n =ng:la, —B| <= }
nz};nznc, =max{n,,ng: |IA—B|l=|A—a,+a,—Bl=<|Ad—a,l|+
+la,, —B|l<2s =B — A - spor]

Kazda konvergentni posloupnost je omezena.
Obréceni pfedchozi véty neplati, napi.: {(=1)"}.—,.
JestliZe posloupnost neni omezend, pak je divergentni.

Kazd4 nekonecnd posloupnost vybrana z konvergentni posloupnosti je konvergentni a
ma stejnou limitu.



Pozn.:

Pozn.:

Pozn.:

Pozn.:

Def.:

Pokud 1ze vybrat z posloupnosti {a,, } =, dvé konvergentni posloupnosti s riiznou
limitou, je posloupnost {a,, }.=, divergentni. (napf.: {(—1)"}i=1)

Necht’ {a, }.=, a {b, Jn=4 jsou posloupnosti takové, Ze
vneEN:0=<a, <b, Alimb, =0, pak lima, = 0.

n—oo 72 —ro0

[Dk.: Necht limb, = 0=V e R*:3n, € M:¥n = n,:1b, — 0| < ¢

nres

ugangbn=>Ianl5Ibnlﬁlan—ﬂlglbn—ulasﬁjﬁcan=u]

Ptredpoklady pfedchozi véty lze zeslabit, nerovnosti nemuseji platit pro kone¢ny pocet
¢lent posloupnosti.

Véta o tfech limitich
Necht {a, }i=q, (b, }nz1 a {6} i=1 jsoOu tii posloupnosti takové, 7e Im € N: ¥n =
a, =<b, <c,Alima, = limc, = A Pak limb, = A

M —roz 1—roo n—+oo

Necht {a,}, a{b,}>, jsou dvé& posloupnosti. Necht’ lima, = A4, limb, = B a

necht’ ¢ € R je libovolné ¢islo, pak plati:
a) lim(a, +b,) =4 +B,
b) lim (a, —b,) = A — B,

¢) im(c-a,) =c- lima, =c- A4,
L —Foo F—* oo

d) lim(a, b,) =45,

; ny _ A4 .
) lim H)_ﬁ (¥n € N:b, = 0,B % 0).
[Dk.: a)We = 0:3ny € M:Wn = ng:la, — 4 ﬁi:;ﬂwn — B ‘:é
vn = ng:l(a, + b,) —(A+ B} = la, —Al +|b, —B| <¢e=
= lim(a,+ b,) =A+ B
L —Hoo

b) az e) analogicky |

Konvergence AP a GP:
a) AP je konvergentni = d = 0
b) GP je konvergentni & g £ (—1,1)Va, =0

Krom¢ limit zavedenych v 1.definici tohoto paragrafu (tyto limity nazyvame vlastni
limity) existuji i tzv. nevlastni limity +o2 a —co.

Necht’ {a,}, je posloupnost. Rekneme, Ze posloupnost {a,, }2o,
a) ma nevlastni limitu +20 (posloupnost diverguje k +02)
= VYK € R:3ny EM:Vn = ngn € N:a, > K, zapisyjeme lima, = w0

n—+oo

b) mé nevlastni limitu —22 (posloupnost diverguje k —c2)
= VK € R:3n, EN:Vn = ng,n € M:a, < K, zapisyjeme lima,, = —oo.
fn—+oo
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Pozn.: Necht R(x) = :” je racionalni lomena funkce, pak

plati:
a)st P(x) > stQ(x) = ImR(x)= o,

b) st P(x) = st Q(x) = li_r>nR(x]=:—“,
c) st P(x) < stQ(x) = lmR(x)=0.

Necht {a, }i=, a {b, }az, jsou posloupnosti takové, Ze lima, = 0a {b, }iz je

1 —* oo

omezend, pak li_r}n (a, b,) = 0.
n 00

, =oo oo . ve s .
Pozn.: Plati: — — 0, ale — je neurcity vyraz,
oo ==
=0

0. vl s
5 +oo, ale S je neurcity vyraz,

0 » ©0 je neurcity vyraz; ©0 — 00 je neurcity vyraz.

Toto jsou vSechny neuréité vyrazy pro pocitani &,2,6,(), u mocnin jsou dalsi
OI} CDD 1&:
¥ ¥ .



§6. Suprémum a infimum mnoZiny, konvergence omezenych

Def .

Pozn.:

Def.

Pozn.:

Pozn.:

DA:

monotonnich posloupnosti

Necht M # @, M € K je mnoZina.
Cislo @ € R (pokud existuje) nazveme horni zdvorou mnoziny M = ¥x € M:x < a.
Cislo b € IR (pokud existuje) nazveme dolni zdvorou mnoziny M < Wx € M:x = b,

a) Zrejmé plati: ¢iselnd mnoZina M je shora omezena <= 3 alespon 1 jeji horni zavora.
b) Cislo ¢ € R neni horni zavorou mnoziny M = 3x € M:x = c.

Necht M = @, M = R je mnoZina.
Cislo = € R nazyvame suprémem mnoZiny M, jestliZe je jeji nejmensi horni zavorou,
tzn. Ze plati:

i) VxeM:x<s,

i) ViERVxeEM:x <t=1t=>=s.

Zapisujeme s = sup M.

Cislo i € R nazveme infimem mnoZiny M, jestliZe je jeji nejvétsi dolni zavorou,
tzn. Ze plati:

1) WxeE M:x =i

i) ViERVIEM:x=j=j<i

Zapisujeme i = inf M.

a)Necht s = supM = V¥peE R p <s:3x EM:x = p.
Nechti =inf M=2VpERp =i:3x E M:x < p.

b) Kazd4 neprazdna mnozina ma nejvyse 1 suprémum a 1 infimum.
Véta o suprému a infimu

a) Kazda neprazdna shora omezena mnozina realnych ¢isel ma suprémum.
b) Kazda neprazdna zdola omezena mnoZina redlnych ¢isel ma infimum.

V.6.1. se v nékterych teoriich poklada za axiom mnoZziny M < . Jinde je toto tvrzeni
dasledkem tzv. Dedekindova axiomu.

Dedekindiiv axiom

Necht X, ¥ jsou dvé neprazdné podmnoZiny mnoziny IR s témito vlastnostmi:
1. Xu¥=R

2. Vx EXVyEY:x <y,

pakknim3Iz e B:x <z < yproVx e X,Vy e ¥.

a) Kazda shora omezena neklesajici posloupnost redlnych ¢isel je konvergentni.
b) Kazda zdola omezena nerostouci posloupnost realnych cisel je konvergentni.

Kazda omezena monoténni posloupnost redlnych Cisel je konvergentni.



